
Bp,χのp進付値
石井 竣

2025年 3月 5日作成, 同年 10月 1日修正

1 導入
本文を通じてK を類数 1の虚二次体, その判別式の絶対値を d, 付随する二次 Dirichlet指標

を χと書く. これらに付随して一般化 Bernoulli数Bn,χが
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で定義される [5, Chapter 4, p.31]. 例えばK = Q(
√
−1)の時, 左辺は∑
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と計算される. ここに Enは Euler数と呼ばれる整数で, (hyperbolic) secant関数の Taylor展
開の係数により定義される (と https://mathworld.wolfram.com/EulerNumber.htmlにあっ
た). よってK = Q(

√
−1)の時には

Bn,χ = −En−1

2

であるから2Bn,χも整数である. 実際, Sagemathを用いて小さいnに対して組 (2n−1, 2B2n−1,χ =

−E2n)を計算してみた結果が下記の表である:

この表を眺めると, 素数 pが 4を法として 1に等しいならばBp,χが p2で割れることが推測で
きる. 実際, この推測は Carlitzによって証明されている:
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Theorem 1.1 ([1, Theorem 1]).

虚二次体K で分裂する素数 pについてBp,χ = 0 mod p2が成立する.

ここでBp,χ = 0 mod p3となるような (Kで分裂する)素数を探索してみる. 同様に Sagemath

を用いて計算してみたところ, K = Q(
√
−1)の時には p = 29789が, またK = Q(

√
−3)の時に

は p = 13, 181, 2521が見つかった. (なお 2B29789,χはとても大きく計算機での取り扱いには注
意を要する).

ところで, 素数 29789は次のような性質を持っていることも観察できる: p = 29789は 4n+ 1

型の素数であるから, ある Z[
√
−1]の素元 π とその複素共役を用いて p = ππ̄ と書ける. 例え

ば π = 110 + 133
√
−1とする. この時, Z[

√
−1]/(π) ∼= Fp と Fermatの小定理から, いわゆる

Fermat商 ap−1−1
p に類似した形の数

π̄p−1 − 1

π
∈ Z[

√
−1]

の整性が従う. そして素数 p = 29789は π̄p−1−1
π = 0 mod πを満たしている1. なお, この性質を

満たす 4n+ 1型の素数は p < 107の範囲でこれのみである.

この奇妙な一致はK = Q(
√
−3)の場合にも確かめることができる. 即ち素数 p = 13, 181, 2521

も同様に, 上記の “Fermat商型”の数が素元 πで割り切れる. このことから次の仮説を立てる:

素数 p ≥ 5がK で分裂するならば, Bp,χ = 0 mod p3 ⇔ π̄p−1−1
π = 0 mod π.

次節においてこの同値を証明する2.

2 証明
証明にはKubota-Leopoldtの p進L関数Lp(s, χω)の性質を用いる (ここに ωはTeichmüller

指標). 素数 pがKで splitしている (i.e. χ(p) = 1)こと, 及びLp(s, χω)の補完性質 [5, Theorem

5.11]によって等式

Lp(0, χω) = 0 及び Lp(1− p, χω) = −(1− pp−1)
Bp,χ

p

が成立する. p進 L関数 Lp(s, χω)を s = 1の周りで展開した
Lp(s, χω) = a0 + a1(s− 1) + a2(s− 1)2 + · · ·

は任意の整数について収束する [5, Theorem 5.12]ほか, ai ∈ Zp及び p | ai (i ≥ 1)が成立する.

素数 pが少なくとも 5以上ならば, 上記定理の証明をそのまま辿ることで次が従う:

Lemma 2.1. 上記の係数 aiについて, i ≥ 2ならば p2 | ai.

いま s = 0は p進 L関数の零点であるから
a0 = a1 mod p2

が従う. 一方で, 合同式Bp,χ = 0 mod p3は
Lp(1− p, χω) = a0 + a1(−p) + a2(−p)2 = a0 = 0 mod p2

と同値である. 従って, あとは
1この条件は p進対数関数を用いることで logp(π̄) = 0 mod p2 とも言い換えできる.
2私はこの事実を明記した文献を知らないものの, 昔からよく知られている結果のようである. 1978年の Ferrero-

Washingtonの論文の末尾で既に同様の観察が行われている.
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a1 = 0 mod p2 ⇔ logp(π̄) = 0 mod p2

を示せばよい. この同値性については, Gross-Koblitzの公式と Ferrero-Greenbergの公式を組
み合わせることで p進 L関数の s = 0での微分値が

L′
p(0, χω) = a1 − 2a2 + 3a3 − · · · = 4

w
logp(π̄)

と表せることを用いる [2, Proposition 1 及び p.100 最下段]. ここで wは虚二次体K に含まれ
る 1の冪根の数を表す. 補題 2.1より, 両辺を p2を法として考えることで

a1 =
4

w
logp(π̄) mod p2

が成立する. よって望みの主張が示された.

3 余談
引き続き, 素数 pはKで分裂すると仮定する. 記号ΩでKの p外不分岐最大副 p拡大体を表

すと, Galois群Gal(Ω/K)は階数 2の副 p自由群である [4, (10.7.13) Theorem]. 一方, 素数 pの
上にあるKの素点 pをΩに延長したものを固定すると, 付随して p進数体Qpの絶対Galois群
GQp の最大副 p商G

(p)
Qp
からの準同型写像

G
(p)
Qp

→ Gal(Ω/K)

が生じる. ところで副 p群G
(p)
Qp
も階数 2の副 p自由群である [4, (7.5.11) Theorem (i)]. 自然な

問題として, この副有限群としては同型な二者間に生じた準同型が同型写像か3を考える. 実は,

この写像が同型写像であることと,

π̄p−1 − 1

π
̸= 0 mod π

は同値である. 前節で証明したことから, 後者は

Bp,χ ̸= 0 mod p3

とも同値. こうして Bernoulli数Bp,χK の p-非可除性はGalois理論的な言い換えを持つ.

また, Hao-Parryは通常の正則素数の判定法の類似として次の定理を証明した:

Theorem 3.1 ([3, Theorem 1]). K の p次円分拡大体K(ζp)の類数が pで割れないことと, p

が正則であり, かつB1,χ, B3,χ, . . . , Bp−2,χがいずれも pで割れないことは同値である.

実は次の定理も示すことができる:

Theorem 3.2. K(ζp)の p外不分岐最大副 p拡大を Ωcyc
K で表す. 素点 pの Ωcyc

K への延長に付
随する準同型写像

G
(p)
Qp(ζp)

→ Gal(Ωcyc
K /K(ζp))

が同型写像であることと, B2, B4, . . . , Bp−3, B1,χ, B3,χ, . . . , Bp−2,χがいずれも pで割れず, し
かもBp,χが p3で割れないことは同値である.

3全射なら同型であることも比較的簡単に分かる.
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Remark 3.3. 通常の正則性についても上記定理に類似した言い換えがある: 体ΩcycでQ(ζp)の
p外不分岐最大副 p拡大体を表すことにする. この時, 素数 p > 2が正則であることと, 素数 pの
Ωcycへの延長に付随して定まる準同型写像

G
(p)
Qp(ζp)

→ Gal(Ωcyc/Q(ζp))

が全射であることは同値である. この状況下で両辺の Fp係数 1次コホモロジーの次元を比べる
と, 右辺は左辺のちょうど半分 (= p+1

2 )になっている. 定理 3.2が満たされる状況下においては,

この “半分”にする写像は

G
(p)
Qp(ζp)

Gal(Ωcyc
K /K(ζp))

Gal(Ωcyc/Q(ζp))

∼

のように持ち上がっていることが分かる.

最後に無責任な予想と注釈を述べて本文を終わりにする.

Conjecture 3.4. K で分裂する素数 pで, Bp,χが p3で割れないものは無限個存在する.

Silvermanは abc予想を仮定して非Wieferich素数, 即ち

2p−1 − 1

p
̸≡ 0 mod p

を満たす素数の無限性を証明している. 上記予想 3.4で考える素数 pはWieferich素数とは少し
異なり, 素数 pに応じて πとその共役 π̄が定まり, この間の合同式を満たすかどうかを考えてい
る. 現時点で筆者は abc予想の成立が予想 3.4を導くかも知らない.
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